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Sintonizacion de Parametros en Controladores de Modos
Deslizantes de Segundo Orden para Plantas Lineales con
Actuadores Dinamicos

L.Boiko", L. Fridman™", R. Iriarte”"

Resumen—En este trabajo se analiza la sintonizacion de los
algoritmos de control de modos deslizantes de segundo orden
(second-order sliding mode control, 2-SMC) con actuadores
dinamicos. Se investiga por medio de funciones descriptivas
(DF) como los pariametros del un 2-SMC especifico, el
conocido algoritmo “Subdéptimo Generalizado”, afectan la
frecuencia y la magnitud de los ciclos limite periddicos que
aparecen cuando el grado relativo de toda la planta mas el
actuador es tres o mayor. Se proporcionan férmulas que
permiten sintonizar los parametros del algoritmo de tal
manera que se obtengan soluciones periédicas con
caracteristicas predeterminadas (v.g. con una frecuencia
suficientemente alejada de aquellas que harian resonar al
sistema). Por medio de la simulacion de varios ejemplos se
muestra que los parametros estimados del “chattering”
coinciden bastante bien con los valores reales a pesar de que
el método DF es un método aproximado.

Descriptores: Modos deslizantes de segundo orden.
Anadlisis en la frecuencia.

I. INTRODUCCION

ACUALMENTE se cuenta con estudios recientes [12,8,7]
que se enfocan en el analisis de ciclos limite que
aparecen en sistemas de control relevado con modos
deslizantes de primer orden (1-SMC).

El analisis de los modos deslizantes de orden superior
generaliza el control relevado convencional actuando
directamente sobre las derivadas de orden superior de la
funcion de restricciones (la conocida variable de
deslizamiento), y debido a su buen comportamiento,
robustez y simplicidad ha ganado el interés de muchos
investigadores en los ultimos afios (véase [10, 14, 13] y las
referencias que indican). En particular se presentan [9, 3,
11] varios algoritmos de control que son capaces de
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reforzar el comportamiento del modo deslizante de segundo
orden (2-SM) en el sistema.

En trabajos recientes [5] se muestra que el algoritmo de 2-
SMC “Twisting” es equivalente a un sistema relevado
descentralizado con dos relevadores ideales de tal manera
que puede analizarse a través de las herramientas clasicas
como el método de funciones descriptivas (DF) [1] y el
método de Tsypkin [15] después de algunas
modificaciones. Para el analisis de los movimientos
periddicos se utiliza también otro método en el dominio de
la frecuencia [6] denominado Traza del Sistema Relevado
con Perturbacion (Locus Perturbed Relay System, LPRS).
De esta forma se demuestra que los métodos en el dominio
de la frecuencia que habian sido usados anteriormente en 1-
SMC son adecuados también para 2-SMC.

El propdsito de este trabajo es mostrar que mientras se
mantengan suficientes margenes de estabilidad, una
apropiada sintonizacion de los parametros del algoritmo de
2-SMC permite manejar adecuadamente la amplitud y la
frecuencia de los movimientos periodicos en estado
permanente que pueden ocurrir cuando la dinamica del
actuador incrementa el grado relativo de la entrada-salida.
Esta caracteristica puede usarse, por ejemplo, para
mantener la frecuencia de los movimientos periodicos
suficientemente alejada de posibles frecuencias de
resonancia de la planta.

Consideramos el algoritmo de control “Subdptimo
Generalizado” [4] a partir del cual pueden obtenerse varios
algoritmos de 2-SMC (incluyendo el algoritmo “Twisting”)
asignando valores apropiados a sus parametros. Se
proporciona una representacion de relevadores paramétrica
de la ley de control y luego se hace uso de ella con
propodsitos de analisis y disefio en el dominio de la
frecuencia. Los resultados propuestos proporcionan
informacién ttil acerca del comportamiento del sistema en
estado permanente y proporcionan al disefiador reglas de
sintonizacion para determinar los parametros del
controlador de tal manera que los efectos del “chattering”
se contrarresten cuando se utilizan actuadores dinamicos.

Este trabajo estd organizado de la siguiente manera: en la
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siguiente seccion, Seccion II, se presentan el tipo de
plantas que se van a utilizar, estableciendo el problema de
control que se investiga sobre ellas. En la Seccion III se
presentan los resultados principales, llamados: Andlisis con
DF de los sistemas de control considerados y sus
correspondientes reglas de sintonizacion para determinar
los pardmetros de los algoritmos 2-SMC. En la seccion IV
se aplica y se verifica el procedimiento de sintonizacion
propuesto por medio de simulaciones en computadora
observando que los parametros de “chattering” (amplitud y
frecuencia de la soluciéon perioddica) obtenidos por medio
del analisis a través de DF coinciden satisfactoriamente con
los del comportamiento del sistema en la realidad.
Finalmente en la Seccion V se presentan algunas
conclusiones relevantes.

II. FORMULACION DEL PROBLEMA

Considere el sistema de control realimentado de la Fig. 1,
donde la planta, incluyendo el actuador, se describen
utilizando la siguiente representacion minima, en espacio
de estados:

x(t) = Ax(t) +bul(t)
6]

yit) = ex(i)

donde x € R", u € Res la entrada al actuador y A, b, ¢

son matrices de dimensiones apropiadas. y € R puede ser

considerada ya sea como la variable de deslizamiento o
como la salida de la planta. Se asume que la matriz A es de
tipo Hurwitz de tal manera que puede usarse la respuesta

armonica W (jo) = c(jol — A)™'b como modelo de la
planta SISO.

El controlador que se utilizard sera el controlador de
segundo orden de modos deslizantes conocido como
“Suboptimo Generalizado” [4], este se define como

u(t) = —alt)Upsign (y(t) — Fya(t))
1 i yni () (y(t) = Byar(t)) = 0 2)
o i ya() (y(t) = Byne(t)) < 0

alt) =

donde y,,(f)es una funcidon del tiempo, constante por
tramos, que representa el valor de la ultima singularidad de
la funcion y(¢) (v.g. el valor més reciente y(f,,) , tal que

V(t,;) =0), Uy es el control que gobierna, B €[0,1) y
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* 7 . . . r . r
o." =1 son los pardmetros de anticipacién y modulacion
respectivamente.

o Wijw)

-8MC
scheme

Fig. 1. Sistema de Control Realimentado

En [4] se demostro que si la planta, incluso no lineal y con
incertidumbre, tiene grado relativo dos y su dindmica de
entrada salida se describe por la siguiente ecuacion
diferencial de segundo orden con condiciones libremente
acotadas y términos de ganancia:

ity = oyt gttt 4+~ (gl glt), £y ulf)
' A3)
o (ylt) gty by < @

0 < U <5 () G(1) 1) < Ty

asi, el controlador (2) obliga al sistema a irse hacia la
superficie de deslizamiento, y = 0 entendiendo que se
cumple la siguiente condicion.

i
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una apropiada sintonizacion del controlador (2)

proporciona el algoritmo “Twisting” [9] (f =0) o el
algoritmo “Suboptimo” (B =0.5 y o™ =1).

Debido al ancho de banda finito del actuador y/o a las
mediciones discretas de la conmutacion, existe un retardo
[9,2], esta clase de fendmeno, que no afecta el grado
relativo de la entrada-salida, produce un comportamiento
de deslizamiento en las fronteras de la superficie deslizante
[9]. La presencia de actuadores dindmicos, por el contrario,
incrementa el grado relativo y es motivo de una
investigacion posterior aparte.

En este trabajo se muestra que pueden ocurrir movimientos
periodicos en el caso de plantas y actuadores lineales
cuando el grado relativo total es tres o mayor. Se define
también un procedimiento, basado en el método de DF,
para estimar la frecuencia y la desviacion maxima respecto
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de cero de la solucion periddica. La aportacion principal,
para propositos de disefio de este trabajo, es proporcionar
reglas de sintonizacién para construir el controlador de tal
forma que permitan determinar, en la etapa de disefio, los
parametros (frecuencia y amplitud) convenientes de la
solucion periddica.

III. ANALISIS CON FUNCIONES DESCRIPTIVAS DEL
ALGORITMO SUBOPTIMO GENERALIZADO

El controlador “Subdptimo Generalizado” puede
describirse como un relevador activo cuya magnitud de
histéresis varia dependiendo de la maxima o minima
entrada del relevador. Esta representacion del controlador
(2) se presenta en la Fig. 2.

ul(f)
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|
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-

—a' Uy
Fig. 2. Control Realimentado Relevado

considerando que la respuesta real en estado permanente
del sistema (1), (2) es un movimiento periddico, este
movimiento puede representarse, utilizando la propiedad de

simetria del ciclo limite, y,,, (k=1,2,...), como una
serie alternada de valores positivos y negativos, v.g. y;} ,
14

— Yy, Yy, — Yy (aqui p se asume como periddica). De

Vv a — Y, la conmutacion del signo puede ocurrir en el

momento cuando el sistema es igual a y,, y By .

Entonces, de acuerdo con (2) y con la consideracion de
contar con el movimiento periddico en estado permanente,
el control u como una funcion de la salida del sistema y,
puede representarse como un relevador simétrico activo
con histéresis.

Por lo tanto, el comportamiento del algoritmo “Subo6ptimo
Generalizado” debe ser equivalente al comportamiento de
un sistema realimentado con relevadores (con un relevador
activo), y en consecuencia, pueden usarse los métodos de
analisis en la frecuencia [1, 15] para investigar los
movimientos en dicho sistema. En particular, si la planta
tiene caracteristicas de filtro paso bajas el método de DF
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proporciona una solucién suficientemente precisa del
sistema en malla cerrada (1), (2).

La principal diferencia entre el analisis realizado y el
analisis de sistema con un relevador convencional es que

los valores de la histéresis dependen de yj,, la cual es en
realidad desconocida. Para encontrarla podemos razonar de
la siguiente forma: y,{'} representa el ultimo valor extremo
de y, y el ultimo valor extremo de la salida en un proceso
periddico coincide con su amplitud; por tanto y,f; >0es
la amplitud desconocida de la soluciéon oscilatoria
periddica. La expresion para la DF del relevador con

. , . . . _ _ V4
histéresis activa de la Fig. 2 con Yy, ;.1 = Vi, = —Vy

es de la siguiente manera [1, 15]:

206 o . . . .
T.’ff{ [I.,ﬂ + 1)/ 1 =52+ ,.r[l_.rt — 1)+ 58" + l,.l]]

ql .‘l"ﬁf | =

-3

sustituyendo los valores apropiados en los parametros de
sintonizacion puede obtenerse la DF para el algoritmo
“Twisting” (1 = 0) [5] y la del “Suboptimal”

(a.” =1, =0.5) e incluso la del controlador clasico de

primer orden (B =0 y a” =1)[12].

Puede presentarse una solucion periddica si en el plano
complejo el reciproco negativo de la DF (5) intersecta en
algun punto a la traza de Nyquist de la respuesta armonica
W) [15, 1]. El reciproco negativo de la DF (5) esta dada
por la siguiente expresion:

1_ Tyl —laf 4104/ 1—32 myhy dl(a® —1+A(a*+1)]
q Wt a*2(14+8)+(1—3) War a*=(1+8)+(1— 3}
. (6)

la traza de la expresion anterior (6), en el plano complejo es
una linea recta dibujada desde el origen y formando un
angulo en el sentido de las manecillas del reloj [ con
respecto al eje real negativo (véase Fig. 3).

A partir de (6) el angulo [J puede evaluarse facilmente

como una funcién de los parametros del controlador

(o — 1)+ 5ia”™ + 1) ...(D
(o + 1)1 — 32

1 = alan

puesto que [ esta entre 0 y [1/2, el movimiento peridédico
puede ocurrir si en alguna frecuencia ® =@ la fase
caracteristica de la funcion de transferencia de la planta-
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actuador esta entre — [] y — En , y eso es solo posible si el

grado relativo de todo el sistema incluyendo al actuador es
mayor que dos. Si se satisface este requisito y se cuenta
realmente con una interseccidon entre las dos trazas,
entonces se deberd tener una frecuencia y una amplitud de
esa solucion periddica dada por la “frecuencia
caracteristica” @ y por el moddulo del vector

‘OA respectivamente, segin puede apreciarse en la Fig.3.

-
)

h

Fig. 3. Analisis con DF en el Plano Complejo

La magnitud de las oscilaciones en estado permanente Y},

puede evaluarse a través del modulo del reciproco con
signo negativo de la DF dada en (6)

TYhr

M=— _
N2/ (L+5) + (1— 3) - (8)

en las Figs. 4 y 5 se grafican las variables [ y MU,
Vi
respectivamente como funciones de sus argumentos oL~y
. Es evidente que al aumentar el pardmetro o’ se
obtiene un incremento limitado en el angulo [ (con
respecto al que se obtendria aumentando [ ) y un
decremento en el modulo normalizado MUy . Este altimo
Vi
practicamente no se afecta por el parametro [3 .

Comunmente un angulo [] grande corresponde a una
frecuencia @ grande y a pequefios valores de la magnitud

de la respuesta en frecuencia ‘W( jw)|, del movimiento

periodico en estado permanente v.g., segmentos OA mas
pequetios. Ademas, para valores de M y U, dados, un
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moédulo normalizado mayor implica una magnitud mayor
del movimiento periddico en estado permanente.

De las consideraciones anteriores puede concluirse que un
mejor comportamiento del sistema de control realimentado
con el controlador “Subdptimo Generalizado” puede

obtenerse ajustando el parametro anticipativo 3 , mientras

mas grande sea este parametro mejor sera su
comportamiento en estado permanente, cuando se usa el

valor minimo en la otra constante de control (ot * = 1).

Fig. 4. 7 como una Funcién de O " y B

D8
06
D4
024

D*\\ i

1 '\._‘H‘H A __,--'-'“--EI

05 ‘_/_,_-r;’"
B TR T 2
o

Fig. 5. MUy como una Funciénde 0.y B
Vit

En lugar de manejar las expresiones analiticas (7) y (8),
para fines de disefio es mds facil referirse a la siguiente Fig.
6, que muestra el nivel de las superficies graficadas en las
Figs. 4 y 5. Las curvas en la Fig. 6 proporcionan una
inmediata sugerencia de la forma en que se deben escoger
los parametros del algoritmo al imponer  algunas
restricciones en la amplitud y en la frecuencia de la
oscilacion periodica en estado permanente.
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Un proceso de sintonizacion basado en el analisis
propuesto puede hacerse de la siguiente manera:

a) Fijar un rango deseado ®, <@ <, para la
frecuencia de la solucion periddica.

b) Calculary, =-180° — £ (jo,)y W, =—180 —Wje,).

5

Fig. 6. Niveles de [ (lineas continuas) y MU ,,
Vit

(lineas punteadas) en el Plano O - B

¢) Identificar en la tabla de la Fig. 6 los rangos admisibles

para los parametros . y B que garanticen que

Y SY Sy,
d) Seleccionar 0" y B dentro de los rangos admisibles
del paso anterior para maximizar MUv | que
Vi

corresponde a minimizar la amplitud de la solucion
periddica.
IV. SIMULACIONES

IV.1 Un ejemplo ilustrativo

Considere el sistema compuesto por la planta mas el
— — 1
W=WwW,,, donde W, ()= "y
— 1

Wad (S) T os2400s 0
del algoritmo “Suboptimo Generalizado”.

actuador

para el cual se cierra la malla a través

Aplicando el procedimiento anterior (pasos del a) al d)) de
tal forma que se obtenga una solucion periddica cuya
frecuencia @ se encuentra dentro del intervalo

® €[55,65] rad s’

Utilizando la respuesta en
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frecuencia de la planta mas el actuador se llega a quey; =
0.49 rad y y; = 0.56 rad. Por lo tanto, como puede
obtenerse al interpolar sobre las curvas de la Fig. 6,
eligiendo o0 =1y B = 0.5 se cumple la doble tarea de

conservar \y dentro del intervalo establecido y al mismo
tiempo, minimizar la amplitud de la solucidn periodica.

Se compararon (ver Fig. 7) los parametros tedricos
(obtenidos por medio del método de DF) y los reales
(resultantes de la simulacion de la planta). La frecuencia
real de la solucion periddica se obtuvo al fijar los valores
o’ =1y B =0.5 que se encuentran dentro del rango
preestablecido. Se consideraron tres pruebas mas con
diferentes valores de 3 y de o *,y los resultados que se

reportan en la Fig. 7 muestran que la correspondencia entre
las simulaciones y el analisis tedrico son satisfactorias.

Por consiguiente, el analisis con DF, revela que es un
planteamiento sencillo y practico para el analisis y diseflo
de 2-SMC en sistemas lineales con actuadores dindmicos.

o 1 3
P DF Simulation DF Simulation
ar 50.81 55.16 117.39 11240
0'5 1 1
yho| 306107 | ss000® | 159107 2.00:10°
W | 13587 126.68 219.46 18925
0.8
vio | 40910% | osgoaet | 3a4a07 | 500007

Fig. 7. Simulacion y Resultados con DF
IV.2 Un ejemplo fisico

Considere, como un ejemplo, el siguiente modelo
simplificado de un brazo rotativo manejado por el torque de
un motor a través de un acoplamiento elastico:

%1[1{1{2{;1 + 1{}1’;'1 + %,1[!_{_,[!_.5,;.1;[:(’11 | = J"\'I::rf'g —q )
Jjo+Kigo —q) =7
.(9)

donde ¢; y g, representan las coordenadas del brazo y del
motor respectivamente, My L son la masa y la longitud del
brazo, b es el coeficiente de friccion viscosa, J la inercia
del motor reflejada del otro lado del acoplamiento elastico
y K el coeficiente de rigidez del acoplamiento. Para la
dindmica eléctrica de la etapa de potencia, fue necesario

agregar un filtro entre el torque T~ (salida del controlador)
y el torque real que actia sobre el acoplamiento. Se
considerd la siguiente dindmica rapida estable de primer
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orden

T = J T* I‘f.'={l,|H ... (10)
I 4 ps

que resulta en el esquema total representado en la siguiente
figura, Fig. 8

q1

LINK H

ARM
Y HAMICS OYHAMICS

Sliding vanable '] | | GENERALIZED
oomputation SUBOPTIMAL

ELECTRICAL
CYNAMICS

CJ'II‘ 5. c?:

Fig. 8 Diagrama de Bloques de la Simulacion del Ejemplo
Fisico

El trabajo de control es colocar la posicion del brazo al

valor ¢, realimentando al sistema de control solo las

coordenadas del lado del motor (posicion angular y
velocidad).

Como de costumbre se define la variable deslizante

n=q,+c(q,—q,),
disefio positivo. De acuerdo con el procedimiento de disefio
del “anti chattering” de los 2-SMC [4], se agrega un
integrador en el lado de la entrada y se fija la derivada real
del comando del torque por medio del controlador

donde ¢ es un parametro de

“Suboptimo Generalizado” con ao” =1y U,, =50. Se
utilizaron los siguientes pardmetros: M =2 kg, L=1m,
J=0.1Kgm®, b=1Nms, K=500Nm, q =n/3rad
c=3.

Puesto que el grado relativo entre ), y T* es tres, y la

dindmica linealizada alrededor del punto objetivo es
estable, decimos que en lugar de la dindmica no lineal del
sistema puede presentarse un comportamiento peridodico en

estado permanente para la variable deslizante ;. Nuestro

propdsito es verificar si las consideraciones y directrices de
sintonizacion presentadas en la Seccion III son aplicables o
no.

La funcidén de transferencia entre la desviacion de las
coordenadas del brazo 8¢, = ¢, —¢; y la desviacion de

la variable de deslizamiento y, = y, es

K
(s + ;«ju;__i)_‘lf,f_.!xf + hs + %,H;;,{.;-m[ q) )+ )

(4 | I | o
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.11

El diagrama de Bode de G(s) (véase Fig. 9) manifiesta la

presencia de un pico resonante cerca de 25 rad s”, que
necesita evitarse manteniendo la frecuencia de oscilacion

de y, suficientemente alta. Para obtener al menos -60 db de

atenuacion, la frecuencia de ), tiene que mantenerse
mayor que 80 rad s”'. Considerando toda la funcién de
transferencia entre la salida de modos deslizantes y la
salida discontinua del controlador Subdptimo se concluye
que el angulo [J debe ser mayor de 0.9 rad. Asi, de acuerdo
con la Fig. 6, para minimizar la amplitud de las
oscilaciones 3 debe ser mayor de 0.8 y o * debe de estar

cerca del valor unitario.

Bode Diagram of Gis)

I
[
=]

Magnitide (dB)

i

Fraquancy (rad/ses)

Fig.9. Diagramas de Bode de G(s)

Las diferentes formas de onda de y,, obtenidas para
B =0.7 ypara B =0.9, se presentan en las siguientes

dos graficas, Fig. 10. Como se esperaba, aumentando 3 la

amplitud de la oscilacion periodica se reduce, y al mismo
tiempo, la frecuencia correspondiente aumenta. De acuerdo
con las consideraciones anteriores y a la traza de Bode de la

Fig. 9, el comportamiento de ¢, mejora considerablemente
para un valor grande de [, como puede verificarse
comparando las graficas de la Fig. 11.

The y, skeady-stata lime evolulion when[i-0 7 The y, skeady-stata tims suolulicn when [1-0.5

sty
& = =
5 o 2 S pi
sty
o

&
oL

121 [T EE 19 R 14
Time [sac]

15 17 19
Time [sac]

Fig. 10. Comportamiento de y;(?) cuando 3 = 0.7
(izquierda) y B = 0.9 (derecha).
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Tima evolution of q, with [i=0.7 Tima evolution of g, with i=0.9

o
a‘,
T,

a01rd]

|
|

15 20 % 5

o o

15 ]

10 10
Time [seq] Time [sec]

Fig. 11. Comportamiento de ¢,(#) cuando B = 0.7 (izquierda) y
B = 0.9 (derecha).

V. CONCLUSIONES

Se ha presentado y aplicado el método de las funciones
descriptivas para la sintonizacion de un controlador de
modos deslizantes conocido como controlador “Subo6ptimo
Generalizado” y para el analisis en estado permanente de
plantas lineales realimentadas a través de este controlador.

Se mostré que los dos pardmetros del controlador B y .

afectan fuertemente la magnitud y la frecuencia de las
soluciones periddicas que pueden presentarse cuando el
grado relativo de la planta mas el actuador es tres o mayor.
Las simulaciones muestran que el enfoque propuesto
proporciona reglas de sintonizacion efectivas asi como un
método que logra una Dbuena estimacién del
comportamiento del sistema de control en estado

permanente. Puesto que valores muy grandes de 3 pueden

hacer mas lento el transitorio, el ajuste en linea de o.” y

[3 es un tema que merece una investigacion posterior.
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